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บทคัดยอ

การรบกวนผลเฉลยโซลิตอนของสมการชเรอดิงเจอรไมเชิงเสนรูปแบบทั่วไปจากคลื่นความยาวสูง ในทิศตั้งฉากกับการ
เคลื่อนที่ของโซลิตอนจะทำใหโซลิตอนในทุก รูปแบบไมเสถียรทั้งหมด อัตราการเพิ่มจะแสดงขอบเขตของความยาวคลื่น
ในรูปของกราฟ เนื่องจากไมสามารถแสดงรูปแบบของผลเฉลยได

The perturbation to the soliton solution of the general nonlinear Schrödinger equation from the long-
wavelength in the perpendicular direction to the soliton makes the unstable soiton in any possible forms
of the equation. The growth rate can be shown in a graph because there is no analytic form.
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บทที่ 1

บทนำ

ในบทนี้จะเปนการรายงานภาพรวมของโซลิตอนที่มีผูคนพบ หรือ รายงานในระบบตางๆ

1.1 โซลิตอน

โซลิตอน (soliton) เปนการเรียนชื่อคลื่นโซลิตารี (solitary waves) เนื่องจากวาเมื่อคลื่นโซลิตารี
สองตัววิ่งชนกัน หลังจากการชนกันจะไดคลื่นโซลิตารีตัวเดิมกลับมา ซึ่งเปนคุณสมบัติของอนุภาค
ดังนั้นเราจึงเรียกคลื่นโซลิตารีอีกชื่อหนึ่งวาโซลิตอน
คลื่นโซลิตารีถูกคนพบครั้งแรกโดย John Scott Russell [2] เมื่อสังเกตุคลื่นที่เกิดจากการหยุด
ของเรือในลำคลองของสกอตแลนด โดยคลื่นที่เกิดขึ้นหนาเรือนั้นจะวิ่งไปดวยอัตราเร็วคงที่และ
ไมมีการกระจายเหมือนคลื่นทั่วไป อยางไรก็ดีสมการทางคณิตศาสตรที่ใชบรรยายโซลิตอนนี้ไดถูก
คิดขึ้นโดย Korteweg และ de Vries จนเปนที่มาของสมการ Korteweg-de Vries (KdV) [2]

ϕt + ϕϕx + ϕxxx = 0 (1.1)

โดยตัวหอย t และ x แสดงอนุพันธยอยเทียบกับเวลา และ อวกาศ (space) เทอมที่สองแสดงความ
ไมเปนเชิงเสน (nonlinearity) และเทอมสุดทายแสดง ลักษณะการกระจายตัว (dispersion) ของ
คลื่น นอกจากจะสามารถหาไดจากคลื่นน้ำ บริเวณชายฝงแลว (1.1) ยังสามารถหาไดจากตัวกลาง
พลาสมาเชนกัน [3] ผลเฉลยของสมการ KdV (1.1) แสดงถึงการวิวัฒนตามเวลาของความสูงของ
คลื่น KdV แบบ traveling wave สามารถเขียนไดเปน

ϕ(x, t) = 12η2 sech2 η(x− V t− x0)

ซึ่ง η เปนคาคงที่ และ V แสดงอัตราเร็วของคลื่น รูปที่ 1.1 แสดงการเคลื่อนที่ของโซลิตอนจาก
สมการ (1.1) ที่ความสูงของคลื่นไมมีการเปลี่ยนแปลงขณะเคลื่อนที่ นอกจากกลุมของสมการที่อยู
ในรูปของสมการ KdV แลว ยังมีอีกกลุมหนึ่งซึ่งใหผลเฉลยอยูในรูปของโซลิตอน เหมือนกันกลุมนี้
จะเรียกวา สมการ nonlinear Schrödinger equation โดยสมการที่รูจักกันดีในโดยเฉพาะในการ
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รูปที่ 1.1: การวิวัฒนของคลื่นโซลิตอนของสมการ KdV โดยใช η = 0.25, x0 = 0, V = 0.25

ไฟเบอร ใยแกวนำแสงคือ cubic nonlinear Schrödinger equation (cNLS) [4]

iϕt + ϕxx + |ϕ|2ϕ = 0 (1.2)

ผลเฉลยของสมการ (1.2) ในรูปของ traveling wave จะเขียนไดเปน

ϕ(x, t) =
√
2η sech η(x− V t− x0) ei(xV /2−V t)

โดย V แสดงอัตราเร็วของโซลิตอน และ η เปนคาคงที่ รูปที่ 1.2 แสดงการวิวัตนตามเวลาของ
ผลเฉลยของสมการ cNLS ดวยวิธีการหาผลเฉลยแบบ traveling wave solution จะทำให
เราสามารถหารูปของ ผลเฉลยที่เปนโซลิตอนออกมาได สำหรับสมการชเรอดิงเจอรไมเชิงเสนที่
บรรยายการสั่นของประจุบวก ในสถานพลาสมาที่มีประจุลบวิ่งอยูรอบๆ [5] จะเขียนอยูในรูป

iϕt + ϕxx + |ϕ|1/2ϕ = 0 (1.3)

ผลเฉลยของสมการ (1.3) สามารถเขียนอยูในรูป

ϕ(x, t) = 400η4 sech2 η(x− V t− x0) ei(xV /2−V t)

และการวิวัฒนของโซลิตอนนี้แสดงในรูป 1.3 จากศึกษาการวิวัฒนตามเวลาของสมการไมเชิงเสน
ทั้งสามสมการ เราพบวาผลเฉลยอยูในรูปของคลื่นโซลิตารี เพราะวาความสูงของคลื่นไมมีการ
เปลี่ยนแปลง อยางไรก็ดีเราสามารถยื่นยันคุณสมบัติของคลื่นโซลิตารีไดจากการ ชนกันระหวาง
คลื่นสองขบวน
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รูปที่ 1.2: การวิวัฒนของคลื่นโซลิตอนของสมการ cNLS โดยใช η = 0.5, x0 = −30, V = 5.0
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รูปที่ 1.3: การวิวัฒนของคลื่นโซลิตอนของสมการ sNLS โดยใช η = 0.5, x0 = −30, V = 5.0

1.2 การชนกันระหวางโซลิตอนสองตัว

ปรากฎการณอยางหนึ่งที่สำคัญซึ่งทำใหโซลิตอนแตกตางจากคลื่นแบบอื่นๆคือการชนกัน (collision)
โดยจะไดโซลิตอนลักษณะเดิมกลับมาหลังจากชนกันแลว ดังแสดงใหดูตามรูปที่ 1.4 โดยใช เงื่อนไข
เริ่มตนเปน

ϕ(x, t) = 12η21 sech2 η1(x− V1t− x01) + 12η22 sech2 η2(x− V2t− x02)
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จากคาเริ่มตนตางๆ อัตราเร็วของคลื่นโซลิตอนไมเร็วมากทำใหมีเวลาในการศึกษาพฤติกรรม
ระหวางชนกันนาน ขึ้น โดยจะสังเกตวาการชนกันระหวางคลื่นโซลิตารีในชวงเวลาที่ 30.8 ถึง
35 ไมใชเปนการ รวมกันแบบ superposition เมื่อคลื่นเชิงเสนทั่วไป เพราะความสูงของคลื่น
ทั้งสองขณะชนกัน (t = 30.8) มันไมใชนำความสูงของคลื่นทั้งสองมารวมกัน ความสูงของคลื่น
จะลดลง แตหลังจากชนกันแลว ความสูงของคลื่นโซลิตารีจะกลับมาเปนแบบเดิม ลักษณะการชน
แบบนี้เราจะเรียกวาชนแบบยืดหยุด (elastic collision) และทำใหเราเรียกคลื่นโซลิตารีอีกชื่อหนึ่ง
วาคลื่นโซลิตอนนั่นเอง สำหรับสมการ cNLS เราจะใชเงื่อนไขเริ่มตนเปน
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รูปที่ 1.4: การชนกันของคลื่นโซลิตอน 2 ตัว ของสมการ KdV โดยใช η1 = 0.25, x01 = 0, V1 = 0.25, η2 = 0.4,
x02 = −20, V2 = 0.64

ϕ(x, t) =
√
2η21 sech η1(x− x01) eixV1/2 +

√
2η22 sech η2(x− x02) eixV1/2

ผลการคำนวณเชิงตัวเลขจะแสดงในรูป 1.5 สำหรับเงื่อนไขนี้ความสูงของคลื่นโซลิตารีไมขึ้นกับ
อัตราเร็ว เราจำเปนตองกำหนด อัตราเร็วของคลื่นเอง และ สมการที่เราสนใจในกรณีหนึ่งมิติ จะใช
เงื่อนไขเริ่มตนเปน

ϕ(x, t) = 400η41 sech4 η1(x− x01) eixV1/2 + 400η42 sech4 η2(x− x02) eixV1/2

ผลการคำนวณเชิงตัวเลขสำหรับการชนกันจะแสดงในรูป 1.6 สำหรับรูปที่ 1.7 แสดงเหตุการณ
ทั้งหมดใน 3 มิติ

การจำลองการชนกันของผลเฉลยทั้งสามแบบ แสดงวาเปนการชนกันแบบยืดหยุน โดยเรา
สามารถเรียกผลเฉลย ทั้งสามแบบนี้วาโซลิตอน อยางไรก็ตามเราสนใจหาความไมเสถียรของโซลิ
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รูปที่ 1.5: การชนกันของคลื่นโซลิตอน 2 ตัว ของสมการ cNLS โดยใช η1 = 0.4, x01 = 0, V1 = 2.0, η2 = 0.55,
x02 = −30, V2 = 5.0
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รูปที่ 1.6: การชนกันของคลื่นโซลิตอน 2 ตัว ของสมการ sNLS โดยใช η1 = 0.5, x01 = 0, V1 = 2.0, η2 = 0.55,
x02 = −30, V2 = 5.0

ตอนของสมการชเรอดิงเจอรรูปแบบทั่วไป

iϕt + ϕp/qϕx + ϕxx + ϕyy = 0 (1.4)

โดย p และ q เปนตัวเลขจำนวนเต็มใดๆ การหาความไมเสถียรของผลเฉลยแบบโซลิตอน จะความ
ทาทายเชิงคณิตศาสตรในเรื่องของความไมเชิงเสน รวมทั้งการใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลข เพื่อศึกษา
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รูปที่ 1.7: แสดงมุมมองแนวสูงโดยใชเงื่อนไขเดียวกับรูป 1.6

การวิวัฒนของโซลิตอนที่ไมเสถียร พรอมที่จะเปลี่ยนไปอยูในมิติที่สูงกวา ซึ่งระเบียบวิธีเชิงตัวเลข
อาจไม เสถียรพอที่จะศึกษาได

ในบทตอไปเราจะพิจารณาผลเฉลย และ การรบกวนเพื่อดูวาความยาวชวงใดที่จะทำใหผล
เฉลยไมเสถียร รวม ทั้งมีโอกาสที่จะผลเฉลยจะเสถียรหรือไมตามเงื่อนไขการรบกวน
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บทที่ 2

การรบกวนของจากคลื่นความยาวสูงในแนวตั้งฉาก

เราจะวิเคราะหความไมเสถียรของผลเฉลยโซลิตอนจากการรบกวนดวยคลื่นมีมีความยาวคลื่นสูง
หรือ k = 2π/λ << 1 ซึ่งเราจะใชคลื่นที่รบกวนเปนคลื่นฟงกชัน cosine โดย เฉลยของสมการ
(1.4) สามารถเขียนไดเปน

ϕ0(x, t) = u(ξ) ei(kx−ωt)

ซึ่ง
up/q(ξ) =

(
p+ 2q

2q

)
(k2 − ω) sech2

(
p
√
k2 − ω

2q
(ξ − ξ0)

)
จะเปนผลเฉลยที่ยังไมไดถูกรบกวน เมื่อใสการรบกวนเขาไปในทิศตั้งฉากกับการเคลื่อนที่ของคลื่น
จะพบวา

ϕ = ϕ0 + ϵn eik̄y+γt (2.1)

โดย ϵ เปนคาที่เล็กมาก n เปนฟงกชันที่บรรยายพฤติกรรมระหวางการถูกรบกวน k̄ เปน
ความยาวคลื่นที่นำมารบกวน และ γ แสดงคาของอัตราการเพิ่ม ซึ่ง ถาคา γ > 0 จะเกิด
อัตราการเพิ่มสูงขึ้นตามเวลา ในขณะที่ γ < 0 จะเปนเปนการลดลง (decay) ตามเวลา สวน γ

ที่เปนจำนวนเชิงซอนจะบอกถึงการสั่น (oscillation) ซึ่งสองคาหลังเราไมสนใจเพราะไมได ทำให
เกิดผลอะไร เราจะแทนคาสมการ (2.1) ลงใน สมการ (1.4) โดย เก็บคาถึง ϵ กำลัง 1 ™ ϵ0 จะได
สมการตามปริมาณจริง และ เซิงซอน ตามลำดับดังนี้

(ω − k2)ϕ0 + ϕ0ξξ + |ϕ0|p/qϕ0 = 0

(−c+ 2k)ϕ0ξ = 0

สำหรับ กำลัง 1 ของ ϵ จะสามารถเขียนไดเปน

ωn+ int−k2n+2iknξ+nyy+nξξ+
p

2q
|ϕ0|p/qn∗+

(
p

2q
+ 1

)
|ϕ0|p/qn = 0 (2.2)
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n∗ เปน complex conjugate ของ n และ สำหรับความเปนไปไดของฟงกชัน n เราจะกำหนด
ให

n(ξ, y, t) = w(ξ, y, t) + iv(ξ, y, t)

∝ (w(ξ), v(ξ)) eik̄y+γt (2.3)

เมื่อแทนคา n ในสมการ (2.3) ลงในสมการ (2.2) จะแยกพิจารณาเปนคาจริงไดเปน

(ω − k2)w − γv − k̄2w + wξξ +

(
p

q
+ 1

)
|ϕ0|p/qw = 0 (2.4)

และ สวนที่เปนจำนวนเชิงซอนจะเขียนไดเปน

(ω − k2)v + γw − k̄2v + vξξ + |ϕ0|p/qv = 0 (2.5)

จากสมการ (2.4) และ (2.5) จะเขียนใหอยูในเทอมของ Lagrangian เพื่อสะดวกในการหาคา v

และ w จากการการใชฟงกชันเริ่มตนตางๆ

S =

∫ ∞

−∞
Ldt (2.6)

โดย

L =

(
w2

ξ

2

)2

−

(
v2ξ
2

)2

+γvw−
[(

p

q
+ 1

)
|ϕ0|p/q + (ω − k2 − k̄2)

]
w2

2
+
[
|ϕ0|p/q + (ω − k2 − k̄2)

] v2
2

สำหรับหาผลเฉลยของสมการ (2.4) และ (2.5) โดยคิดการแปรเปลี่ยน (variational method) จะ
ตองหาฟงกชันเริ่มตนมากอน โดยเราสามารถกำหนดเปนฟงกชันอะไรก็ได แตตองปรับเปลี่ยนเพื่อ
ใหคา S มีคานอยที่สุด เราจะใชผลเฉลยของ (2.4) และ (2.5) ในกรณีที่กำหนดให γ = 0 เพราะ
วาเปนผลเฉลยที่เสถียรเนื่องจากสมการ (2.1) มีลักษณะเปนการสั่น (oscillation) และจะใส คา
สำหรับการปรับเพื่อใหไดคาที่ต่ำสุดหนาฟงกชันโดย

w(ξ) = β sech2q/p+1(ηξ)

v(ξ) = α sech2q/p(ηξ)

โดย α และ β เปนคาคงที่ เนื่องจากเราจะเขียนโปรแกรมสำหรับการคำนวณหาคาอัตราการเพิ่ม
โดยใช Mathematica [6] จะพิจารณาคา p และ q ดังนี้ p = 2, q = 1 ซึ่งจะเปนสมการ
cubic nonlinear Schrödinger (cnls) [7] โดยจะไดผลดังรูปที่ 2.1 ชวงที่จะทำใหไมเสถียร สำ-
หรับกรณี p = 1, q = 1 หรือ เราจะเรียกวาสมการ quadratic nonlinear Schrödinger
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รูปที่ 2.1: ผลอัตราการเพิ่มสำหรับคา p = 2, q = 1

(qnls) [8] แมวา จะยังไมมีใครคำนวณหาอัตราการเพิ่มจากการรบกวนแบบนี้มากอน โดยผลคา
ของความยาวคลื่น ที่จะทำใหผลเฉลยไมเสถียรจะแสดงตามรูปที่ ?? สำหรับกรณี p = 4, q = 1
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รูปที่ 2.2: ผลอัตราการเพิ่มสำหรับคา p = 1, q = 1

หรือ เราจะเรียกวาสมการ quintic nonlinear Schrödinger (qnls) [9] จะแสดงตามรูปที่ 2.3
สำหรับผลการคำนวณของทุกคาของสมการชเรอดิงเจอรที่เทอมไมเชิงเสนเปนกำลังเศษสวน [10]

iϕt + ϕxx + ϕyy + |ϕ|1/qϕ = 0

จะแสดงทุกคาตั้งแต p = 1 ถึง p = 5 ตามรูปที่ 2.4 เราจะพบวาภายใตเงื่อนไขการรบกวนใน
แนวตั้งฉากกับการเคลื่อนที่ของคลื่น ความยาวคลื่นสูงจะ ทำใหผลเฉลยโซลิตอนของสมการชเรอ
ดิงเจอรไมเชิงเสนแบบทั่วไปไมเสถียรทุกรูปแบบ
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รูปที่ 2.3: ผลอัตราการเพิ่มสำหรับคา p = 4, q = 1
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รูปที่ 2.4: ผลอัตราการเพิ่มสำหรับคา p = 1 และ q = 1 ถึง 5 โดยเสนลางสุดคือ p = 1 และ เสนบนสุดคือ p = 5
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บทที่ 3

สรุป และ วิเคราะหผล

สมการไมเชิงเสนชเรอดิงเจอรรูปแบบทั่วไป ใน 2 มิติ

iϕt + ϕxx + ϕyy + |ϕ|p/qϕ = 0

อาจไมสามารถหาคำตอบเชิงวิเคราะหได แตสำหรับในกรณีที่เปน 1 มิติj

iϕt + ϕxx + |ϕ|p/qϕ = 0

เราสามารถหาคำตอบไดจากผลเฉลยแบบคลื่นเคลื่อนที่ (travelling wave solution) ซึ่งจะใชผล
เฉลยหนึ่ง ในรูปของโซลิตอน และเมื่อทำการรบกวนโซลิตอนดวยคลื่นที่มีความยาวคลื่นสูงๆซึ่งเรา
สามารถหาชวง ของความยาวคลื่นที่จะทำใหโซลิตอนไมเสถียรได และ เราพบวาสมการไมเชิงเสน
ชเรอดิงเจอรรูปแบบทั่วไป จะไมเสถียรเสมอ

ผลของความไมเสถียรนั้นโดยทั่วไปจะนำไปสูโซลิตอนในมิติที่สูงขึ้นไป เหมือนกับสมการไมเชิง
เสนที่ใหผลเฉลย เปนโซลิตอนดวย [11, 12, 5] อยางไรเราไดทำการศึกษาการวิวัฒนการเวลาของ
สมการ ชเรอดิงเจอรไมเชิงเสนที่กำลังเศษสามสวนสอง, p = 1, q = 2 [1] ตามรูปที่ 3.1.
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รูปที่ 3.1: รูปแสดงความไมเสถียรของโซลิตอนในกรณี p = 1, q = 2 [1]
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